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TEMA:TRIGONOMETRÍA 
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ABC

 es un triángulo rectángulo

Se definen las siguientes funciones del ángulo (porque no depende de los lados)
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	NO!!  OLVIDAR EL

TEOREMA DE PITÁGORAS
	La suma de los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa
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	1.- En el rectángulo ABCD la diagonal BD es de 10 cm. y el ángulo CDB es de 40º, averiguar:

a) El perímetro.

b) El área.

c) Los ángulos formados por los lados y las dos diagonales y justificar.
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	2.- En el triángulo ABC se trazó la altura BH, si el ángulo 

C= 39º y BC = 15 cm. ¿Cuál es la longitud de la altura BH?
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	3.- En el trapecio ABCD, AD = 15cm y la altura DH = 8cm. Hallar el valor del ángulo A 
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	4.- En el triángulo isósceles ABC, los ángulos congruentes son de 40º, y la altura es de 10cm. Hallar el ángulo opuesto a la base y la longitud de sus lados.

ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS ISÓSCELES

La altura del vértice opuesto a la base es bisectriz  (divide al ángulo en dos partes iguales) y es mediatriz (corta en el punto medio de la base
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5.- La altura de un triángulo isósceles es igual a 4 cm. y los lados congruentes a 5 cm. Hallar los ángulos y la base del triángulo.

6.- Calcular qué longitud debe tener una escalera para que apoyada en la pared, alcance una altura de 2,90 m al formar con el plano de la base un ángulo de 60º.

7.- Calcular la superficie de un campo rectangular sabiendo que un alambrado que lo atraviesa diagonalmente tiene una longitud de 650m y forma con uno de los lados limítrofes un ángulo de 40º.

8.- Una de las diagonales de un rombo es de 30cm. y forma con uno de los lados un ángulo de 30º. Calcular la otra diagonal y el perímetro del rombo.

0.- Calcular la sombra que proyecta una varilla vertical de 90cm cuando la oblicuidad de los rayos solares es tal que forma con el plano del horizonte un ángulo de 65º

10.- La tangente de un de los ángulos de un triángulo rectángulo es igual a 1. ¿Qué tipo de triángulo es y cuál es el valor de seno y coseno de sus ángulos agudos? 

11.- El teodolito es un instrumento con el trabajan los agrimensores y los topógrafos para medir ángulos y distancias. Para hallar la altura de un acantilado, se ubico un teodolito a 20m del pie del mismo y se obtuvo un ángulo de elevación de 68º. ¿Cuál es la altura del acantilado?

	12.- Un arqueólogo descubrió una pirámide de base cuadrada de 90 m de lado. Cada cara de la pirámide forma un ángulo de 60º con el suelo. ¿Cuál es la altura de la pirámide?
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	13.- 
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	Se necesita construir una rampa para acceder a una plataforma que está a 9m de altura. Si la rampa forma un ángulo de 20º con la horizontal, ¿Cuál es la longitud de la rampa?


14.- ABCDE es un pentágono regular inscripto en una circunferencia de centro 0 y 10cm de radio. Hallar el área del a) triángulo OAB  b) del pentágono ABCDE

15.- Hallar la apotema y el lado de a) un decágono regular inscripto en una circunferencia de 9cm de radio. 

	16.- El radar de un barco de rescate indica que el objeto buscado está a 30 m de profundidad y que el ángulo de depresión es de 15º. Si desde el barco desciende un buzo hasta esa profundidad para rescatar el objeto. ¿aproximadamente qué distancia debe recorrer hasta encontrarlo?
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	17.

 
[image: image20.png]40km
6500m





	Un avión que vuela a 6500 m de altura, esta a 40 km del punto de aterrizaje A. En ese momento comienza a descender. ¿Cuál es el ángulo de descenso del avión?

Cuidado! Debe considerarse el ángulo formado con la horizontal.

	18.- Una escalera tiene 39 escalones y ningún descanso.

Cada escalón tiene 30 cm de profundidad y 26 cm. de alto.

a) ¿Cuál es la altura de la escalera?

b) ¿Cuál es el ángulo de elevación?
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RESPUESTAS:

	1.- p= 28, 16 cm  ; A = 49,18cm2  ; 40º y 50º
	2.- 9,44cm
	3.- 32º 13’ 51’’

	4.- 100º ; 23,83 cm ; 15,55 cm
	5.- 6cm ; 53º 7’ 48’’  ; 73º 44’ 23’’
	6.- 3,35m



	7.- 497,9 m ;  417,8m  ;  20,8 ha
	8.- 17,32cm ;  p= 69,28cm
	9.- 41,93 m



	10.- triángulo rectángulo isósceles ; 0,707
	11.- 49,50m
	12.- 77,94m



	13.- 26,3m
	14.- A (triángulo) =47,55 cm2  ; A(pentágono) = 237, 76 cm2
	15.- a) 5,56 cm ; 8,559 cm2



	16.- 111,96m
	17.- 9º 21’
	18.- 10,14 cm  ;  40º 54’ 51’’


Función Cuadrática


Todo número elevado al cuadrado da como resultado un valor de signo positivo. Es así que la ecuación   y = x2  tiene como dominio a todos los reales y como conjunto imagen los reales positivos incluido el cero. El valor mínimo (en la imagen) de esta función será para x = 0, obteniendo el punto (0, 0), al que denominaremos vértice de la parábola.

Para f(x) = x2    tenemos que el:  Dom: R ,  Img. : [0, + ), vértice (0, 0).

Si sumamos a la ecuación cuadrática (x2) una unidad, o sea, "x2 + 1", la imagen se desplaza "uno" hacia arriba, de manera que el intervalo queda definido desde [1, + ). Si restamos a la ecuación cuadrática (x2) una unidad, o sea, "x2  1" la imagen se desplaza "uno" hacia abajo, de manera que el intervalo queda definido desde [1, + ).
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f(x)= x2 + vy, la parábola de desplaza sobre el eje y hacia abajo (vy) o hacia arriba (+ vy)
Podemos preguntarnos ahora ¿qué sucedería si eleváramos un binomio (dos términos con letras y números) al cuadrado?. Por ejemplo (x + 1)2. Como no sumamos "ningún número al cuadrado" la función no se desplaza en el eje de las "y", por lo tanto la segunda coordenada del vértice sigue siendo cero. Con respecto a la primer coordenada, para x2 era "0", ese valor lo obtendremos si x = 1, de esa manera la parábola se desplaza "uno" hacia la izquierda.

Pogamos otro ejemplo, (x - 1)2. Por la misma justificación, la parábola se desplaza "uno" a la derecha.

[image: image23.png]



f(x)= (x + vx)2 la parábola de desplaza sobre el eje x hacia la derecha (vx) o hacia la izquierda (+ vx)
Si aplicamos ambas al mismo tiempo tendremos una expresión (llamada canónica)  f(x)= a (x + vx)2 + vy   donde el vértice será ( vx, vy). [a representa la concavidad de la parábola, al ser positiva el vértice es el valor mínimo de la función (mínimo), si es negativa la concavidad se invierte y el vértice es el mayor valor (máximo)].
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Para una parábola de vértice (2, 1) la ecuación deberá escribirse  f(x) = (x  2)2 + 1. (ver la figura de color violeta)

Otra forma de escribir la función cuadrática es en forma polinómica f(x) = ax2 + bx + c
Pasar de Polinómica a Canónica: (obtención de la ecuación cuadrática)
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 f(x)= a (x  vx)2 + vy
	Factoriamos a para que la x2 quede sola. 

Mientras mantengamos la igualdad podemos hacer lo que se quiera. En la suma el cero es neutro, por lo tanto, si sumamos y restamos "lo mismo" mantenemos la igualdad. Como queremos obtener un binomio al cuadrado, completamos cuadrados. 

Trinomio cuadrado perfecto: (x + y)2 = x2 + 2 x y + y2. 

  

  

Ecuación canónica 


Ceros de la función
También llamados "raíces", representa los valores de "x" cuya imagen tiene valor cero, (x, 0). Al ser cuadrática sólo se obtiene, como máximo dos valores, denominados x1 y x2. Estos valores (raíces) pueden utilizarse para expresar la función cuadrática en forma factorial: f(x) = a (x x1) (x x2)
Para calcular los ceros de la función a partir de la ecuación polinómica aplicamos el mismo procedimiento que para obtener la canónica:

	[image: image26.png]ax? +bx+c=0





	Como estamos hallando los ceros de la función, igualamos la ecuación a cero. 

Factoriamos a para que la x2 quede sola. Es un producto, por lo tanto, tenemos dos opciones: a = 0 ó  el polinomio es igual a cero, para nuestro propósito nos quedamos con el polinomio. 

Nuevamente sumamos y restamos "lo mismo" para mantener  la igualdad. Como queremos obtener un binomio al cuadrado, completamos cuadrados. 

Trinomio cuadrado perfecto: (x + y)2 = x2 + 2 x y + y2. 

Operamos y despejamos el binomio al cuadrado.
 

Recordar que al resolver la raíz de un binomio al cuadrado queda el módulo de este.
 

Al sacar el módulo el resultado puede quedar positivo o negativo (para ahorrar espacio se ponen los dos signos juntos "+".
Lo único que queda es despejar la "x"
Esta ecuación se denomina "ecuación cuadrática" y será aplicada de aquí en más para hallar los ceros o resolver ecuaciones de segundo grado. 


Graficar una función de segundo grado
Para graficar una función cuadrática se deben tener por lo menos tres puntos, "las raices" y el vértice.

Grafiquemos f(x) = x2 + 5x  6

La ordenada al origen es - 6, por lo tanto sabemos que el punto (0,  6) pertenece a la función.

Hallemos el vértice de la parábola:
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Ahora las raíces:
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Con estos tres puntos podemos trazar la parábola:
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	Funciones trigonométricas


Desde Thales a las funciones Trigonométricas [image: image30.png]



Cada par de lados homólogos (que se ubican en la misma posición) de un triángulo rectángulo cuyos ángulos sean iguales serán [image: image64.png]


proporcionales. Para que sea más fácil interpretar lo que se está explicando el típico triángulo de catetos de 3 cm y 4 cm, que tendrá su hipotenusa de 5 cm (Pitágoras). Dibujemos otros dos triángulos donde los catetos y la hipotenusa sean el doble y el triple (según corresponda)
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La proporcionalidad también puede escribirse respecto a los lados homólogos, dividir el cateto opuesto por la hipotenusa.
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Lo importante a destacar es que el ángulo en todos los casos es el mismo. Este hecho es importante ya que permite relacionar a los ángulos con la razón de la proporción de los lados. Esta relación presenta la propiedad de unicidad y la propiedad de completitud (para cada par de lados homólogos existe siempre un único valor (razón) relacionado con una determinada [existe y es única] amplitud angular), por lo tanto se establece una función, a las que llamaremos trigonométrica.

Funciones Trigonométricas
Si dividimos [image: image33.png]Cat. op.




llamaremos a esta función seno. [image: image34.png]_, Cat.op.





Si dividimos[image: image35.png]Cat. ady.




 llamaremos a esta función Coseno [image: image36.png]Cat. ady
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 llamaremos a esta función Tangente. [image: image38.png]Cat. op.
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Si dividimos [image: image39.png]Catop.



llamaremos a esta función Cosecante. [image: image40.png]



Si dividimos [image: image41.png]Cat. ady.



llamaremos a esta función Secante. [image: image42.png]=Seca
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Si dividimos [image: image43.png]Cat. ady.
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llamaremos a esta función Cotangente. [image: image44.png]_, Cat.ady.
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La función seno y cosecante son inversas, así como lo son coseno y secante, y tangente con cotangente.
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Para calcular el valor de las funciones trigonométricas sencillamente escribes el valor del ángulo en la calculadora y tecleas la función correspondiente y en la pantalla saldrá el valor buscado.

Las funciones trigonométricas son funciones periódicas, repiten el valor de imagen cada 360º. De esa manera tenemos que:  cos 60º = cos 420º = 0,5

Grafiquemos, mediante tablas, las siguientes funciones tomando valores angulares desde 0º hasta 360º. Para facilitar el trabajo tomemos ángulos a intervalos de 45º:

Función Seno:

 
sen  
[image: image46.png]



0 
0 
45 
0,71 
90 
1 
135 
0,71 
180 
0 
225 
- 0,71 
270 
-1 
315 
- 0,71 
360 
0 
Función Coseno:

 
cos  
[image: image47.png]0

EE




0 
1 
45 
0,71 
90 
0 
135 
-0,71 
180 
-1 
225 
0,71 
270 
0 
315 
0,71 
360 
1 
Función Tangente:

 
tg  
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0 
0 
45 
1 
90 
//// 
135 
- 1 
180 
0 
225 
1 
270 
//// 
315 
- 1 
360 
0 
//// significa que no se puede calcular el valor de la función, el resultado no existe (asíntota).
Función Secante
 
sec  
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0 
1 
45 
1,41 
90 
//// 
135 
-1,41 
180 
-1 
225 
1,41 
270 
//// 
315 
1,41 
360 
1 
Función Cosecante:

 
Cosec  
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0 
//// 
45 
1,41 
90 
1 
135 
1,41 
180 
//// 
225 
- 1,41 
270 
-1 
315 
- 1,41 
360 
//// 
Función Cotangente:

 
Cotg  
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0 
//// 
45 
- 1 
90 
0 
135 
1 
180 
//// 
225 
- 1 
270 
0 
315 
//// 
360 
- 1 
Sistema Circular de Medición de Ángulos:
El sistema de medición de ángulos que solemos utilizar es el sexagesimal, divide a la circunferencia en seis partes de 60º cada una, obteniendo un giro completo de 360º. Cuando se quiso utilizar este sistema  en física, para poder calcular el camino desarrollado por alguna partícula en trayectoria circular, se encontraron que el sistema sexagecimal no los ayudaba pues, matemáticamente, no está relacionado con el arco que describe el cuerpo al moverse. De esa manera se "inventó" otro sistema angular, el sistema circular, donde la medida del ángulo se obtiene al dividir el arco y el radio de la circunferencia. En este sistema un ángulo llano (al dividir el arco por el radio) mide 3,14 (que es el valor aproximado de ""). De esa manera un giro completo (que es lo mismo que dos ángulos llanos) mide 2.

180º =  ó   360º = 2
En este caso la circunferencia queda dividida en cuatro partes iguales de 90º () cada una, que va desde 0º hasta 360º (2), a las que se denomina cuadrantes: 

1er cuadrante: 0º a 90º

2do cuadrante: 90º a 180º

3 er cuadrante: 180º a 270º

4to cuadrante: 270 a 360º 

Funciones Trigonométricas de ángulos complementarios
Podemos desarrollas las funciones trigonométricas de ángulos complementarios mediante triángulos rectángulos, ya que los ángulos que no son rectos son complementarios entre si: º  º
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tg (90 ) = cotg 
cotg  (90 ) = tg 
sec  (90 ) = cosec 
cosec  (90 ) = sec 
Las funciones trigonométricas de los ángulos complementarios son opuestas. En caso de los ángulos de (90º  ) los ángulos caen en el primer cuadrante y los signos son todos positivos.
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Funciones trigonométricas de ángulos suplementarios 
Los ángulos suplementarios suman entre si 180º : = 180º  180º
En este caso las funciones quedan iguales sólo cambia el signo según el cuadrante que caiga: sen (180º ) = sen 
Signos de las funciones trigonométricas según el cuadrante:
En el primer cuadrante, vemos que: el cateto adyacente se ubica sobre el eje x, así que lo denominaremos "x"; al cateto opuesto, que se ubica sobre el eje y, lo llamaremos "y". La hipotenusa, que es el radio de la circunferencia, la designaremos "r".
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	Ya que "x", "y", "r", son positivas, entonces, Todas las funciones trigonométricas en el  primer cuadrante son positivas.

  sen 

cosec

  tg 

 cotg

 cos

 sec

+
+
+
+
+
+
En el segundo cuadrante, el cateto adyacente cae sobre el eje negativo de las x, mientras que el cateto opuesto sigue sobre el ele positivo de las y .  El radio (la hipotenusa) sigue siendo positiva en todos los cuadrantes. Por lo tanto: el coseno, la tangente y sus inversas (secante y cotangente) tienen resultados negativos.

  sen  
cosec 
tg 

 cotg 
 cos 
 sec 
 
 
 
 
 
 
En el tercer cuadrante, tanto el cateto adyacente como el cateto opuesto tienen sus signos negativos, ya que caen sobre la parte negativa de los ejes. En este caso la tangente (y su inversa, la cotangente) resultan positivas ( :  = +)

  sen  
cosec 
  tg  
 cotg 
 cos 
 sec 
 
 
 
 
 
 
En el cuarto cuadrante, el  cateto adyacente vuelve a estar sobre el eje positivo de las x, mientras que el cateto opuesto sigue sobre el eje negativo de las y. En este caso, las únicas funciones cuyo resultado será positivo son el coseno y la secante.

sen  
cosec 
tg 
cotg 
cos 
sec 
 
 
 
 
 
 
Resumamos los signos de las funciones trigonométricas según el cuadrante en tres cuadros sinópticos:


	 cuadrantes 

	II 
	I 

	III 
	IV 


	
	 sen - cosec 
 
 
 
 

	  cos - sec  
 
+ 
 
+ 

	  tg - cotg 
 
 
 
 



Ejercicio 1 : Resolver los siguientes triángulos:


a) a = 5 cm
,
( = 30º
,
( = 90º
b) b = 2 cm
,
c = 5 cm
,
( = 90º
c) b = 82 cm
,
( = 90º
,
( = 57º

Ejercicio 2 : 
Cuando el ángulo de elevación del sol sobre el horizonte es de 30º, una torre proyecta una sombra de 75 m. Calcular su altura.

Ejercicio 3 : 
¿Cuán larga es la sombra que arroja un mástil de 11 m de altura cuando el sol tiene una elevación de 20º?.

Ejercicio 4 :
 El hilo que sujeta un barrilete mide 250 m y forma un ángulo de 32º con la vertical. Hallar la altura a que se halla si se supone que el hilo está en línea recta.

Ejercicio 5 :
 Un automóvil asciende una cuesta que tiene una inclinación de 22º. Si viaja a una velocidad de 60 km/h, ¿cuántos metros varía su altura sobre el nivel del mar en 15 minutos?.

Ejercicio 6 :
 Se piensa construir una pista de aviación y debido a la orientación elegida se ve que al final de la misma quedará una arboleda de 25 m de altura. ¿A qué distancia mínima de la arboleda debe terminar la pista si el ángulo de despegue de los aviones es de 16º?.

Ejercicio 7 : 
Cuando se apoya una escalera de 3 m de largo en una de las paredes de un pasillo, llega a una altura de 2,50 m. Si la inclinación sobre la otra pared llega a 2 m de altura. Averiguar el ancho del pasillo.

Ejercicio 8 :
 Un carpintero desea construir una escuadra de madera y necesita que uno de los ángulos sea de 30º. Desea saber las relaciones que deben guardar los lados entre sí.

Ejercicio 9 :
 Los lados paralelos de un trapecio miden 6 y 8 y los otros dos miden 3. Hallar las longitudes de sus diagonales y su área.

Ejercicio 10 : 
El frente de un terreno da sobre una diagonal y tiene las dimensiones que se indican en el esquema. Calcular los metros que tiene el frente y el área que ocupa.
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Ejercicio 11 : 
Se quiere saber cuántos metros de alambrado son necesarios para cerrar el terreno sombreado de la figura:
[image: image61.png]



Ejercicio 12 :
 En un triángulo sabemos que la hipotenusa mide 4 cm y la tangente del ángulo que esta determina con la base es igual a 0,2. Calcula el área de dicho triángulo.

Ejercicio 13 : 
Un sitio rectangular mide 102m x 296 m. Determinar la longitud de la diagonal y el ángulo que esta forma con el lado mayor.

Ejercicio 14 :
Calcular los lados de un rombo cuyas diagonales miden 12 cm y 8 cm y calcular las medidas de los ángulos interiores.

Ejercicio 15 :
 Un poste de teléfono está sujeto por medio de varios cables que parten del extremo superior. Uno de estos cables está atado a una estaca situada a 5 m del pie del poste y forma con la horizontal un ángulo de 60º. Calcular la altura del poste y la longitud del cable.
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